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非局部时滞竞争扩散系统行波解

吴福珍
（浙江水利水电学院基础部，浙江 杭州 ３１００１８）

摘　要：研究了非局部时滞竞争系统行波解。将不动点定理与广义上下解结合证明了行波解的存在性，利用压
缩矩形的思想得到了行波解的渐近性态，最后利用渐近传播理论研究了行波解的不存在。
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　　本文研究如下具有非局部时滞竞争系统的行波
解［１－２］
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这里

（ｇｉｕｊ）（ｘ，ｔ）＝∫
ｔ

－∞∫Ｒｇｉ（ｙ，ｓ）ｕｊ（ｘ－ｙ，ｔ－ｓ）ｄｙｄｓ，
ｉ∈｛１，２，３，４｝，ｊ∈｛１，２｝

其中ｄｉ，ａｉ，ｂｉ，ｃｉ是正常数，ｘ∈ Ｒ，ｔ＞０，并且 ｇｉ，ｉ
＝１，２，３，４，是种群动力系统中描述个体在历史上
随机游走的核函数［３－５］，且满足

ｇｉ（－ｘ，ｔ）＝ｇｉ（ｘ，ｔ），

∫
＋∞

０ ∫
＋∞

－∞
ｇｉ（ｙ，ｓ）ｄｙｄｓ＝１，ｉ＝１，２，３，４ （２）

显然，方程 （１）有一个平凡的平衡点 Ｅ０ ＝（０，

０），两个半平凡的稳定态

Ｅ１ ＝
１

ａ１＋ｂ１
，( )０，　　Ｅ２ ＝ ０， １

ａ２＋ｂ
( )

２

如果ａ２＋ｂ２＞ｃ１，ａ１＋ｂ１＞ｃ２或ａ２＋ｂ２＜ｃ１，ａ１＋

ｂ１ ＜ｃ２，则方程 （１）还有一个正的稳定态

Ｅ ＝ ａ２＋ｂ２－ｃ１
（ａ１＋ｂ１）（ａ２＋ｂ２）－ｃ１ｃ２

( ，

ａ１＋ｂ１－ｃ２
（ａ１＋ｂ１）（ａ２＋ｂ２）－ｃ１ｃ

)
２

：＝（ｋ１，ｋ２）

在方程 （１）中取一些特殊的核函数时，其行波解

已被广泛研究。特别地，如果 ｇｉ（ｘ，ｔ）＝δ（ｘ）δ（ｔ）

（此处δ（·）是狄拉克函数），此时系统 （１）变成
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方程 （３）的行波解已有许多重要结果。特别是文
献 ［６－８］等对连接 Ｅ０与 Ｅ 的行波解进行了研
究，这类行波解刻画了种群动力学中两个竞争物种

的同步入侵。为了刻画一个入侵者和原住者之间的

动力学性质，需要研究连接Ｅ１与Ｅ２行波解的最小
波速，见文献 ［９－１２］。

当系统 （１）仅仅涉及时间时滞，则其形式之
一如下
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ｕ２
ｔ
＝ｄ２

２ｕ２
ｘ２
＋ｒ２ｕ２（ｘ，ｔ）［１－（ａ２＋ｂ２）·

ｕ２（ｘ，ｔ－τ３）－ｃ２ｕ１（ｘ，ｔ－τ４















）］

（４）

这里 τ１，τ２，τ３，τ４是非负常数。在文献 ［１３－１５］
中，证明了当τ１，τ３足够小时，方程 （４）行波解的
存在性问题。文献 ［１６］进一步考虑了涉及分布
时滞的竞争扩散系统 （１）的行波解。

近来，文献 ［１３，１４］中的方法被推广到方程
（１）中。例如，文献 ［２］研究了连接Ｅ０与Ｅ 的
行波解的存在性。具体说来，通过构造上下解，文

献 ［２］在如下条件下得到了行波解的存在性条
件：

（ｉ）波的速度 ｃ＞ ｃ０： ＝ ｍａｘ｛２ ｄ１ｒ槡 １，２

ｄ２ｒ槡 ２｝；

（ｉｉ）当涉及种内竞争时，时滞是非常的小同
时非局部效应非常的微弱；

（ｉｉｉ）ｇ１，ｇ３采取八种特殊形式。
事实上，在许多模型研究中，最小波速度是一

种非常重要的工具［１７－１８］。也就是当波速小于某个

阈值时，方程 （１）没有一个连接Ｅ０与Ｅ的正的行
波解，但是该结论尚未被证明。同时对于一般的核

函数ｇｉ，很难利用与文献 ［２，１３－１４］中相似的
方法去验证上下解。本文的目的就是研究方程

（１）的最小波速度。
受文献 ［１６］的启发，通过构造容易被验证的

广义上下解来证明行波解的存在性。为了研究行波

解的渐近行为，使用了渐近传播理论与压缩矩形的

思想。最后，利用渐近传播理论证明了行波解的不

存在性。因此在一定条件下证明了，ｃ０是连接Ｅ０与
Ｅ 的行波解的最小波速，这样就完善了文献 ［２］
中的结果。

１　行波解的存在性
设Ｘ是如下函数空间
Ｘ＝｛ｕ：ｕ是从Ｒ到Ｒ２有界一致连续函数｝
令μ＞０，‖·‖ 表示 Ｒ２中标准的上确界范

数。定义

Ｂμ（Ｒ，Ｒ
２）＝｛ｕ∈Ｘ：ｓｕｐ

ξ∈Ｒ
｛‖ｕ（ξ）‖ｅ－μ ξ｝＜∞｝

并且 ｕμ ＝ｓｕｐξ∈Ｒ｛‖ｕ（ξ）‖ｅ
－μ ξ｝。则在定义范数

· μ后，Ｂμ（Ｒ，Ｒ
２）是Ｂａｎａｃｈ空间。

这里所说的行波解是具有如下形式的特解

ｕ１（ｘ，ｔ）＝φ（ｘ＋ｃｔ），ｕ２（ｘ，ｔ）＝ψ（ｘ＋ｃｔ），
其中（φ，ψ）∈Ｘ是波廓，ｃ＞０是波速。因此（φ，
ψ）与ｃ满足下列泛函微分系统

ｃφ′（ξ）＝ｄ１φ″（ξ）＋ｒ１φ（ξ）［１－ａ１φ（ξ）－

ｂ１（ｇ１φ）（ξ）－ｃ１（ｇ２ψ）（ξ）］，

ｃψ′（ξ）＝ｄ２ψ″（ξ）＋ｒ２ψ（ξ）［１－ａ２ψ（ξ）－

ｂ２（ｇ３ψ）（ξ）－ｃ２（ｇ４φ）（ξ










）］

（５）
其中

（ｇｉφ）（ξ）＝∫
∞

０∫Ｒｇｉ（ｙ，ｓ）（ξ－ｃｓ－ｙ）ｄｙｄｓ，
ｉ∈｛１，２，３，４｝，∈｛φ，ψ｝

这样行波解问题就转化为方程 （５）的非常数正解
的存在性。对每个固定的ｃ＞ｃ０，定义

γｉ＝
ｃ－ ｃ２－４ｄｉｒ槡 ｉ

２ｄｉ
，

γ２＋ｉ＝
ｃ＋ ｃ２－４ｄｉｒ槡 ｉ

２ｄｉ
，ｉ＝１，２

并选择常数

η∈ １，ｍｉｎγ３
γ１
，
γ４
γ２
，
γ３＋γ１
γ１

，
γ３＋γ１
γ３

，
ｃ０
２ｄ１γ１

，
ｃ０
２ｄ２γ

{ }( )
２

利用这些常数以及ｑ＞１，定义连续函数
φ（ξ）＝ｍｉｎ｛ｅγ１ξ，１／ａ１｝，φ（ξ）＝ｍａｘ｛ｅγ１ξ－ｑｅηγ１ξ，０｝，
ψ（ξ）＝ｍｉｎ｛ｅγ２ξ，１／ａ２｝，ψ（ξ）＝ｍａｘ｛ｅγ２ξ－ｑｅηγ２ξ，０｝

为方便起见还记ξ１＝
－ｌｎａ１
γ１
，ξ２＝

－ｌｎｑ
（η－１）γ１

，ξ３＝

－ｌｎａ２
γ２
，ξ４ ＝

－ｌｎｑ
（η－１）γ２

。

引理１　若

∫
∞

０∫Ｒｇｉ（ｙ，ｓ）ｅγ（ｃｓ＋ｙ）ｄｙｄｓ＜∞，γ∈ ０，
ｃ０( )２ （６）

９６
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ｑ＝１＋
ａ１＋ｂ１∫

∞

０∫Ｒｇ１（ｙ，ｓ）ｅγ１（ｙ＋ｃｓ）ｄｙｄｓ
ｃηγ１－ｄ１η

２γ２１－ｒ１
＋

ｃ１∫
∞

０∫Ｒｇ２（ｙ，ｓ）ｅγ２（ｙ＋ｃｓ）ｄｙｄｓ
ｃηγ１－ｄ１η

２γ２１－ｒ１
＋

ａ２＋ｂ２∫
∞

０∫Ｒｇ３（ｙ，ｓ）ｅγ２（ｙ＋ｃｓ）ｄｙｄｓ
ｃηγ１－ｄ１η

２γ２２－ｒ１
＋

ｃ２∫
∞

０∫Ｒｇ４（ｙ，ｓ）ｅγ１（ｙ＋ｃｓ）ｄｙｄｓ
ｃηγ２－ｄ１η

２γ２２－ｒ２
＞１

则

ｃφ′（ξ）≥ｄ１φ″（ξ）＋ｒ１φ（ξ）［１－ａ１φ（ξ）－
ｂ１（ｇ１φ）（ξ）－ｃ１（ｇ２ψ）（ξ）］，ξ≠ξ１ （７）
ｃφ′（ξ）≤ｄ１φ″（ξ）＋ｒ１φ（ξ）［１－ａ１φ（ξ）－
ｂ１（ｇ１φ）（ξ）－ｃ１（ｇ２ψ）（ξ））］，ξ≠ξ２（８）
ｃψ′（ξ）≥ｄ１ψ″（ξ）＋ｒ２ψ（ξ）［１－ａ２ψ（ξ）－
ｂ２（ｇ３ψ）（ξ）－ｃ２（ｇ４φ）（ξ）］，ξ≠ξ３ （９）
ｃψ′（ξ）≤ｄ１ψ″（ξ）＋ｒ２ψ（ξ）［１－ａ２ψ（ξ）－
ｂ２（ｇ３ψ）（ξ）－ｃ２（ｇ４φ）（ξ）］，ξ≠ξ４ （１０）

　　证明　先证 （７）式。如果ξ＞ξ１，则φ（ξ）＝
１／ａ１并且
１－ａ１φ（ξ）－ｂ１（ｇ１φ）（ξ）－ｃ１（ｇ２ψ）（ξ）≤０
因此 （７）式显然成立。如果 ξ＜ξ１，则 φ（ξ）＝
ｅγ１ξ并且

ｃφ′（ξ）＝ｃγ１ｅγ１ξ＝ｅγ１ξ［ｄ１γ
２
１＋ｒ１］＝

ｄ１φ″（ξ）＋ｒ１φ（ξ）
由γ１的定义则可完成 （７）式的证明。同理可得
（９）式。

如果ξ＞ξ２，则φ（ξ）＝０并且 （８）式显然成
立。否则，ξ＜ξ２ ＜０满足

ｒ１φ（ξ）［－ａ１φ（ξ）－ｂ１（ｇ１φ）（ξ）－
ｃ１（ｇ２ψ）（ξ）］≥ｒ１φ（ξ）［－ａ１ｅγ１ξ－

ｂ１（ｇ１ｅγ１
·）（ξ）－ｃ１（ｇ２ｅγ２

·）（ξ）］＝ｒ１φ（ξ）·

－ａ１ｅγ１ξ－ｂ１ｅγ１ξ∫
∞

０∫Ｒｇ１（ｙ，ｓ）ｅγ１（ｙ＋ｃｓ）ｄｙｄ[ ｓ－

ｃ１ｅγ２ξ∫
∞

０∫Ｒｇ２（ｙ，ｓ）ｅγ２（ｙ＋ｃｓ）ｄｙｄ]ｓ≥
ｒ１ｅγ１ξ －ａ１ｅγ１ξ－ｂ１ｅγ１ξ∫

∞

０∫Ｒｇ１（ｙ，ｓ）ｅγ１（ｙ＋ｃｓ）ｄｙｄ[ ｓ－

ｃ１ｅγ２ξ∫
∞

０∫Ｒｇ２（ｙ，ｓ）ｅγ２（ｙ＋ｃｓ）ｄｙｄ]ｓ≥
ｒ１ｅηγ１ξ －ａ１－ｂ１∫

∞

０∫Ｒｇ１（ｙ，ｓ）ｅγ１（ｙ＋ｃｓ）ｄｙｄ[ ｓ－

ｃ１∫
∞

０∫Ｒｇ２（ｙ，ｓ）ｅγ２（ｙ＋ｃｓ）ｄｙｄ]ｓ

注意到

ｃφ′（ξ）－ｄ１φ″（ξ）－ｒ１φ（ξ）＝
－ｑｅηγ１ξ［ｃηγ１－ｄ１η

２γ２１－ｒ１］
则 （８）式在ｑ＞１满足如下条件时成立

－ｑ［ｃηγ１－ｄ１η
２γ２１－ｒ１］≤

－ａ１－ｂ１∫
∞

０∫Ｒｇ１（ｙ，ｓ）ｅγ１（ｙ＋ｃｓ）ｄｙｄｓ－
ｃ１∫

∞

０∫Ｒｇ２（ｙ，ｓ）ｅγ２（ｙ＋ｃｓ）ｄｙｄｓ
同理可证 （１０）式。引理证毕。

定义集合

Γ＝｛（φ，ψ）：（φ，ψ）∈Ｘ和
（φ，ψ）≤（φ，ψ）≤（φ，ψ）｝

则Γ是凸的非空集合，而且在 ｜·｜μ范数意义下是
有界闭集。

为方便起见，对有界一致连续函数φ，ψ，，定
义

ｆ１（φ，ψ，）（ξ）＝ｒ１φ（ξ）［１－ａ１φ（ξ）－

ｂ１（ｇ１）（ξ）－ｃ１（ｇ２ψ）（ξ）］，

ｆ２（φ，ψ，）（ξ）＝ｒ２ψ（ξ）［１－ａ２ψ（ξ）－

ｂ２（ｇ３）（ξ）－ｃ２（ｇ４φ）（ξ










）］

则ｆ１关于，ψ是一个单调减函数，ｆ２关于φ，ψ是一
个单调减函数。

令β＞０使得
βｕ＋ｒ１ｕ［１－ａ１ｕ－ｂ１／ａ１－ｃ１／ａ２］，
βｖ＋ｒ２ｖ［１－ａ２ｖ－ｂ２／ａ２－ｃ２／ａ１］

关于ｕ∈［０，１／ａ１］，ｖ∈［０，１／ａ２］均单调增。
定义常数

λ１ ＝
ｃ－ ｃ２＋４βｄ槡 １

２ｄ１
，λ２ ＝

ｃ＋ ｃ２＋４βｄ槡 １

２ｄ１
，

λ３ ＝
ｃ－ ｃ２＋４βｄ槡 ２

２ｄ２
，λ４ ＝

ｃ＋ ｃ２＋４βｄ槡 ２

２ｄ２
以及算子Ｐ＝（Ｐ１，Ｐ２）：Γ→Ｘ：

Ｐ１（φ，ψ）（ξ）＝
１

ｄ１（λ２－λ１）∫
ξ

－∞
ｅλ１（ξ－ｓ）[ ＋

∫
∞

ξ
ｅλ２（ξ－ｓ]） ［βφ（ｓ）＋ｆ１（φ，ψ，φ）（ｓ）］ｄｓ，

Ｐ２（φ，ψ）（ξ）＝
１

ｄ２（λ４－λ３）∫
ξ

－∞
ｅλ３（ξ－ｓ）[ ＋

∫
∞

ξ
ｅλ４（ξ－ｓ]） ［βψ（ｓ）＋ｆ２（φ，ψ，ψ）（ｓ）］ｄ













 ｓ

（１１）

其中（φ，ψ）∈Γ。显然 Ｐ的一个不动点就是方程
（５）的解。

注１　积分算子Ｐ在行波解理论中的应用，参
见文献 ［１９－２２］。
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引理２　如果μ≤ｍｉｎ｛－λ１，－λ３｝，则Ｐ：Γ→
Γ在｜·｜μ范数意义下是全连续的。

证明　先验证Ｐ：Γ→Γ。对任意（φ，ψ）∈Γ，
由ｆ１的单调性与 （７）式可知

Ｐ１（φ，ψ）（ξ）＝
１

ｄ１（λ２－λ１）∫Ｒｍｉｎ｛ｅλ１（ξ－ｓ），ｅλ２（ξ－ｓ）[ ]｝·
［βφ（ｓ）＋ｆ１（φ，ψ，φ）（ｓ）］ｄｓ≥
１

ｄ１（λ２－λ１）∫Ｒｍｉｎ｛ｅλ１（ξ－ｓ），ｅλ２（ξ－ｓ）[ ]｝·
［βφ（ｓ）＋ｆ１（φ，ψ，φ）（ｓ）］ｄｓ≥
１

ｄ１（λ２－λ１）∫ｓ≠ξ２ｍｉｎ｛ｅλ１（ξ－ｓ），ｅλ２（ξ－ｓ）[ ]｝·
［βφ（ｓ）＋ｃφ′（ｓ）－ｄ１φ″（ｓ）］ｄｓ＝

φ（ξ）－ｍｉｎ｛ｅ
λ１（ξ－ξ２），ｅλ２（ξ－ξ２）｝
λ２－λ( )

１
φ′（ξ２－）＞φ（ξ），ξ∈Ｒ

同时，由 （８）式与ｆ的单调性可以得到
Ｐ１（φ，ψ）（ξ）＝

１
ｄ１（λ２－λ１）∫Ｒｍｉｎ｛ｅλ１（ξ－ｓ），ｅλ２（ξ－ｓ）[ ]｝·
［βφ（ｓ）＋ｆ１（φ，ψ，φ）（ｓ）］ｄｓ≤
１

ｄ１（λ２－λ１）∫Ｒｍｉｎ｛ｅλ１（ξ－ｓ），ｅλ２（ξ－ｓ）[ ]｝·
［βφ（ｓ）＋ｆ１（φ，ψ，φ）（ｓ）］ｄｓ≤
１

ｄ１（λ２－λ１）∫ｓ≠ξ１ｍｉｎ｛ｅλ１（ξ－ｓ），ｅλ２（ξ－ｓ）[ ]｝·
［βφ（ｓ）＋ｃφ′（ｓ）－ｄ１φ″（ｓ）］ｄｓ＝

φ（ξ）－
γ１ｍｉｎ｛ｅλ１

（ξ－ξ１），ｅλ２（ξ－ξ１）｝
ａ１ λ２－λ( )

１

＜φ（ξ），ξ∈Ｒ

类似可得

ψ（ξ）≤Ｐ２（φ，ψ）（ξ）≤ψ（ξ），ξ∈Ｒ
这就得到了Ｐ：Γ→Γ。

此外，当μ≤ｍｉｎ｛－λ１，－λ３｝时，该映射是全
连续的［１６，１９－２０，２３］。引理证毕。

定理１　假设 ｃ＞ｃ０且 （６）式成立，则方程
（５）有一个正解（φ，ψ）满足

０＜φ（ξ）＜１ａ１
，０＜ψ（ξ）＜１ａ２

，ξ∈Ｒ

且

ｌｉｍ
ξ→－∞
φ（ξ）ｅ－γ１ξ＝ｌｉｍ

ξ→－∞
φ（ξ）ｅ－γ２ξ＝１ （１２）

　　证明　由 Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点理论，存在 （φ，ψ）
满足 （１２）式且有

０≤φ（ξ）≤ １ａ１
，　０≤ψ（ξ）≤ １ａ２

，ξ∈Ｒ

从引理１的证明可得

０≤φ（ξ）＜φ（ξ）＝Ｐ１（φ（ξ），ψ（ξ））＜φ（ξ）≤
１
ａ１

　　类似地，当ξ∈Ｒ时有０＜ψ（ξ）＜１／ａ２。证明
结束。

２　行波解的渐近性态
现在利用文献 ［１６］中的思想来研究非常数

行波解的渐近性态。对于Ｆｉｓｈｅｒ方程
ｚｔ（ｘ，ｔ）＝Ｄｚｘｘ（ｘ，ｔ）＋Ｒｚ（ｘ，ｔ）·

　［１－ｚ（ｘ，ｔ）／Ｋ］，ｘ∈Ｒ，ｔ＞０，
ｚ（ｘ，０）＝ｚ（ｘ），ｘ∈

{
Ｒ

（１３）

其中Ｄ，Ｒ，Ｋ均为正常数且ｚ（ｘ）＞０是一个具有非
空支集的有界一致连续函数。

引理３［２４］　假定 ｚ（ｘ，ｔ）按方程 （１３）定义，

则对任意给定的ε∈（０，２槡ＤＲ）
ｌｉｍ
ｔ→∞

ｉｎｆ
｜ｘ｜＜（２槡ＤＲ－ε）ｔ

ｚ（ｘ，ｔ）＝ｌｉｍ
ｔ→∞

ｓｕｐ
｜ｘ｜＜（２槡ＤＲ－ε）ｔ

ｚ（ｘ，ｔ）＝Ｋ

　　本节假定
ｂ１
ａ１
＋
ｃ１
ａ２
＜１，

ｂ２
ａ２
＋
ｃ２
ａ１
＜１

　　对ｓ∈［０，１］，ε＞０，定义
ｙｉ（ｓ）＝ｓｋｉ，ｚｉ（ｓ）＝ｓｋｉ＋（１－ｓ）（１／ａｉ＋ε），ｉ＝１，２
由文献 ［２５］的引理５７４可知，存在ε０＞０对任
意的ε∈（０，ε０），有

（Ｃ１）１－ａｉｙｉ（ｓ）－ｂｉｚｉ（ｓ）－ｃｉｚ３－ｉ（ｓ）＞０，ｓ∈
（０，１），ｉ＝１，２；

（Ｃ２）１－ａｉｚｉ（ｓ）－ｂｉｙｉ（ｓ）－ｃｉｙ３－ｉ（ｓ）＜０，ｓ∈
（０，１），ｉ＝１，２。

引理４　假定（φ，ψ）是方程 （５）的正解，则
ｌｉｍｉｎｆ
ξ→∞

φ（ξ）＞０，ｌｉｍｉｎｆ
ξ→∞

ψ（ξ）＞０

　　证明　由定理１可以看出
ｃφ′（ξ）≥ｄ１φ″（ξ）＋ｒ１φ（ξ）·
［１－ｂ１／ａ１－ｃ１／ａ２－ａ１φ（ξ）］

由行波解的定义，ｕ１（ｘ，ｔ）满足

ｕ１
ｔ≥

ｄ１
２ｕ１
ｘ２
＋ｒ１ｕ１（ｘ，ｔ）［１－ｂ１／ａ１－

　ｃ１／ａ２－ａ１ｕ１（ｘ，ｔ）］，ｘ∈Ｒ，ｔ＞０，

ｕ１（ｘ，０）＝φ（ｘ）＞０，ｘ∈
{

Ｒ

（１４）

由引理３与比较原理［２６］，可得

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

ｕ１（０，ｔ）≥［１－ｂ１／ａ１－ｃ１／ａ２］／ａ１ ＞０

从行波解的定义与ｕ１（０，ｔ）＝φ（ｃｔ）可以得到
ｌｉｍｉｎｆ
ξ→∞

φ（ξ）≥［１－ｂ１／ａ１－ｃ１／ａ２］／ａ１ ＞０

　　类似可得ｌｉｍｉｎｆ
ξ→∞

ψ（ξ）≥［１－ｂ２／ａ２－ｃ２／ａ１］／ａ２
＞０。引理证毕。
定理 ２　假定 （φ，ψ）如定理 １中定义，则

ｌｉｍ
ξ→∞
（φ（ξ），ψ（ξ））＝（ｋ１，ｋ２）。

１７
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证明　由引理４可以看出
（０，０）ｌｉｍｉｎｆ

ξ→∞
（φ（ξ），ψ（ξ））≤

ｌｉｍｓｕｐ
ξ→∞

（φ（ξ），ψ（ξ））≤（１／ａ１，１／ａ２）

因此，存在ｓ０∈（０，１］满足
（ｙ１（ｓ０），ｙ２（ｓ０））≤ｌｉｍｉｎｆ

ξ→∞
（φ（ξ），ψ（ξ））≤

ｌｉｍｓｕｐ
ξ→∞

（φ（ξ），ψ（ξ））≤（ｚ１（ｓ０），ｚ２（ｓ０））

　　令ｓ１＝ｍａｘ｛ｓ０｝，则有ｓ１∈（０，１］。现在证明
ｓ１ ＝１。如果 ｓ１∈ （０，１），不失一般性，可以假设
ｌｉｍｉｎｆ
ξ→∞

φ（ξ）＝ｙ１（ｓ１），因此存在 ｛ξｍ｝，ｍ∈ Ｎ，且

ｌｉｍ
ｍ→∞
ξｍ ＝∞，满足

ｌｉｍｉｎｆ
ξ→∞

φ（ξ）＝ｌｉｍ
ｍ→∞
φ（ξｍ）＝ｙ１（ｓ１）

与

ｌｉｍｉｎｆ
ｍ→∞

（ｄ１φ″（ξｍ）－ｃφ′（ξｍ））≥０

同时，（Ｃ１）表明
ｌｉｍ
ｍ→∞
［１－ａ１φ（ξｍ）－ｂ１（ｇ１φ）（ξｍ）－

ｃ１（ｇ２ψ）（ξｍ）］≥
１－ａ１ｙ１（ｓ１）－ｂｚ１（ｓ１）－ｃｚ２（ｓ１）＞０

并且有

ｌｉｍ
ｍ→∞
［ｄ１φ″（ξｍ）－ｃφ′（ξｍ）＋ｒ１φ（ξｍ）·

［１－ａ１φ（ξｍ）－ｂ１（ｇ１φ）（ξｍ）－
ｃ１（ｇ２ψ）（ξｍ）］］＞０

矛盾，故原结论成立。定理证毕。

３　行波解的不存在性
定理３　对任意的ｃ＜ｃ０，方程 （５）没有有界

正解满足

ｌｉｍ
ξ→－∞
φ（ξ）＝ｌｉｍ

ξ→－∞
ψ（ξ）＝０，

ｌｉｍｉｎｆ
ξ→∞

φ（ξ）＞０，ｌｉｍｉｎｆ
ξ→∞

ψ（ξ）＞０ （１５）

　　证明　如若不然，则存在 ｃ１ ＜ｃ０，方程 （５）
有解（φ（ξ），ψ（ξ））满足 （１５）式。（φ（ξ），ψ（ξ））
也是Ｐ的一个不动点，则 φ（ξ）与 ψ（ξ）均为一致
连续函数。与定理１的证明类似可得
０＜φ（ξ）＜１／ａ１，０＜ψ（ξ）＜１／ａ２，ξ∈Ｒ

并且有

０＜（ｇ１φ）（ξ）＜１／ａ１，
０＜（ｇ２ψ（ξ））＜１／ａ２，ξ∈Ｒ

　　不失一般性，假定ｃ０ ＝２ ｄ１ｒ槡 １。令２ε＞０且
满足ｃ２１＝４ｄ１ｒ１（１－２ε）。由 ｌｉｍ

ξ→－∞
φ（ξ）＝ｌｉｍ

ξ→－∞
ψ（ξ）

＝０可知，存在Ｔ＞０使得
ｂ１（ｇ１φ）（ξ）＋ｃ１（ｇ２ψ）（ξ）＜ε，ξ≤Ｔ

同时，由于φ（ξ）是正的且 ｌｉｍｉｎｆ
ξ→∞

φ（ξ）＞０，所以

存在ε０ ＞０满足φ（ξ）＞ε０，ξ≥Ｔ。

因此有

ｂ１（ｇ１φ）（ξ）＋ｃ１（ｇ２ψ）（ξ）＜
ｂ１／ａ１＋ｃ１／ａ２ ＝

（ｂ１／ａ１＋ｃ１／ａ２）ε０／ε０≤
（ｂ１／ａ１＋ｃ１／ａ２）φ（ξ）／ε０，ξ≥Ｔ

综上所述，φ（ξ）满足
ｄ１φ″（ξ）－ｃ１φ′（ξ）＋ｒ１φ（ξ）［１－ε－

（ａ１＋（ｂ１／ａ１＋ｃ１／ａ２）／ε０）φ（ξ）］≤０，ξ∈Ｒ
由行波解的定义可知，ｕ１（ｘ，ｔ）满足

ｕ１
ｔ≥

ｄ１
２ｕ１
ｘ２
＋ｒ１ｕ１（ｘ，ｔ）［１－ε－（ａ１＋

　（ｂ１／ａ１＋ｃ１／ａ２）／ε０）ｕ１（ｘ，ｔ）］，ｘ∈Ｒ，ｔ＞０，

ｕ１（ｘ，０）＝φ（ｘ）＞０，ｘ∈
{

Ｒ
由引理３与比较原理，可以得到

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

ｉｎｆ
｜ｘ｜＜ｃｔ
ｕ１（ｘ，ｔ）≥

１－ε
ａ１＋（ｂ１／ａ１＋ｃ１／ａ２）／ε０

对任意满足ｄ１ｘ
２－ｃｘ＋ｒ１（１－ε）＞０，ｘ＞０的ｃ＞

０成立。
令ｃ２２＝４ｄ１ｒ１（１－３ε／２）。则有ｃ２＞ｃ１且ｄ１ｘ

２－
ｃ２ｘ＋ｒ１（１－ε）＞０，ｘ＞０。因此有

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

ｕ１（－ｃ２ｔ，ｔ）≥
１－ε

ａ１＋（ｂ１／ａ１＋ｃ１／ａ２）／ε０
取 －ｘ＝ｃ２ｔ，则有

ｘ＋ｃ１ｔ＝（ｃ１－ｃ２）ｔ→－∞（ｔ→∞）
该结果表明

ｕ１（－ｃ２ｔ，ｔ）＝φ（ｘ＋ｃ１ｔ）＝
φ（（ｃ１－ｃ２）ｔ）→０（ｔ→∞）

矛盾。定理证毕。

注２　定理３给出了行波解最小波速。
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